Chapitre V
FLEXION



| Geénéralités

1) Presentation du probleme

Une poutre horizontale suspendue en ses
extremités par deux cables verticaux ou

placee sur deux appuis fixes, subit une
flexion qui  se traduit par un
changement de courbure.




2) Hypotheses

a - Le solide étudie

La poutre possede un plan de symétrie
vertical.

b - Les forces appliquées

Toutes les forces sont verticales et leurs

lignes d’action sont dans le plan vertical
de symétrie de la poutre.




c - Théorie des poutres

En théorie des poutres, on considere des
fibres, c'est-a-dire des petits cylindres de
matieres généres par une portion dS et
une courbe parallele a la courbe

moyenne (la « direction de la poutre ») ;
la_ courbe moyenne passe par les centres
de gravitée des sections droites (sections
perpendiculaires a la courbe moyenne).
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http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Poutre_definitions.svg
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Poutre_definitions.svg

d - Navier et Bernoulli

“*Lors de la deformation, les sections
droites restent perpendiculaires a la

courbe moyenne.
“*La fibre neutre a un allongement nul ;
“*Les fibres a I'extérieur de la courbure

sont étirées.
*|_es fibres a I'intérieur de la courbure

sont comprimees.
**La déformation longitudinale € varie

de maniere linéaire en fonction dey.




Elément d'une poutre fléchie : les fibres forment des arcs de
cercle concentriques, les fibres du haut sont donc
comprimees et les fibres du bas étirees.



http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Poutre_rayon_courbure.svg

1 Definitions
1) Poutre

Grosse piece de charpente horizontale

en bois, en beton ou en meétal soutenant
une construction.

2) Filbre neutre

La fibre generée par la courbe moyenne

est appelée « fibre neutre ». Elle garde
sa longueur lors de la flexion.




3) Fleche

La fleche est le deplacement vertical

u,(x) du point de la courbe moyenne
situe a |'abscisse x.

e déplacement

u/(x) donne la
forme finale de la
fibre neutre, et est
relie au rayon de
courbure local p.



http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Poutre_deplacement_et_rayon_courbure.svg
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Poutre_deplacement_et_rayon_courbure.svg
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Poutre_deplacement_et_rayon_courbure.svg

4) Déforme de la poutre

La deformée de la poutre est le

graphique de la fonction u,(x) qui donne
la forme de la courbe moyenne.

5) Rayon de courbure

Pour les faibles déeformations : 1_ y
p




[11 Etude expérimentale des déeformations

Dispositif de mesure de la fleche


http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Versuchsaufbau_Biegung.png

Test de flexion trois-points sur un échantillon de beton.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Trois-points-p1040189.jpg

1) Variation de la fleche

a - Intensité de la charge

Pour une charge appliguee au méme
point, on constate que la fleche est

d’autant plus importante que la charge
est plus grande.




b - Position de la charge

La fleche est d’autant plus importante

gue la charge est appliquee loin des
appuis.

¢ - Dimension de la section

Une poutre flechit d’autant plus que sa

section se trouve située dans sa position
de moindre Inertie.




2) Déformations longitudinales

L’expérience fait apparaitre :
== Un plan de fibres neutre qui
conservent une longueur constante;

== |es fibres situées au-dessus du plan
neutre sont comprimees;

== |es fibres situées au-dessous du
plan neutre sont tendues.




3) Déformations transversales locales

Dans certaines zones de la poutre
(surtout au voisinage des appuis), on voit
apparaitre un phéenomene de glissement

transversal. Ces déformations sont
négligeables devant les deformations
longitudinales.




4) Conclusions

La flexion est une sollicitation
complexe pour laquelle nous
retrouvons des notions telles que :

== |a traction;

== |a compression;

== |e glissement longitudinal;
== |e glissement transversal.




5) Remarque

Les réesultats expérimentaux obtenus
ont étée enonces sous forme

d’hypotheses par les physiciens Navier
et Bernoulli.




|V Contraintes et déformations

1) Hlustration

Pour illustrer ce type de deformation, on

considere I’expérience schematisee par
la figure ci-apres.
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Apres déformation, les couches supérieures
s’allongent tandis que celles du bas se
resserrent. La couche moyenne conserve
pratiquement sa longueur.

Découpons, par imagination, dans la barre,
un troncon de longueur suffisamment petite
dL.




Le segment infinitesimal sur la ligne
moyenne conserve sa longueur dL.




La section transversale reste plane. Par
conséquent le raccourcissement et
I>allongement des couches sont

proportionnelles a la distance transversale
de ces couches mesureée a partir de la ligne

MOovyenne.
E _Aprés déformation
—— \ i ¥~ Avant déformation




La contrainte normale dans chaque
couche est proportionnelle a son
allongement ou a son raccourcis-sement.




est la contrainte normale au niveau

Gmax Vé - / -
de la couche la plus eloignée de la ligne

moyenne.




Remaraque: Peffort normal exercé sur la

section transversale droite du troncon
elémentaire est nul.




V Moment de flexion

1) Calcul du moment

Calculons le moment de flexion exercé sur
|la section transversale.




Ce moment est compte negatif d’aprés
le sens conventionnel de la figure.



IGz est le moment quadratigue de la

section transversale par rapport a son
axe de rotation Gz.




2) Moment de resistance

Le moment de resistance de la section
transversale est donne par :

IGZ IGZ

VV = =
A o SR T VR

D’ou : ‘Mf‘ = Oax VVa;



3) Moment admissible

_es moments de flexion admissibles dans
le domaine de P’élasticité linéaire sont
donnes par I’inegalite suivante :




4) Remargues

Dans le cas de la deformation de flexion
pure, le moment de flexion est
proportionnelle a la contrainte normale
maximale.

Dans le cas de DPexemple eétudie, le
moment de flexion est le méme dans
toutes les sections transversales de la
barre (ou poutre).




Le moment de flexion est le méme
dans toutes les sections transversales
de la barre (ou poutre), puisgue son

poids est negligeé et que la barre n’est
sollicitée qu’en ses extrémités par un
couple. Dans ce cas on dit qu’il s ’agit
d ’une flexion pure.




la flexion simple d’une poutre

Principe de



Si la barre (ou la poutre), supporte des
charges localisées ou des charge reparties
ou gue son poids n’est plus négligé, alors

chague section transversale droite subit a
la fois un moment flechissant M¢ et un
effort tranchant noté T. On dit qu’il s’agit
d une flexion simple.




Fonctionnement du béton armé en flexion




V1 Equation de la déeformée
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Lol de Hooke appliqguée a la couche
superieure, donne :

a a
—2do — da 2
Oy = E-2 ) TR
dx dx 2 dx

sachant que :

nous obtenons :




L’équation différentielle de la déformee
est :

dy M
F | dx?2 El

7

L’expression du rayon de courbure de
la deformée est donneé par :
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V11 Calcul de la fleche

=

ﬁ
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Admettons que I'extrémite (x = 0)
est encastree et que la section est
constante.



La fleche ‘maximale’

correspond dans ce cas la
position x = L, soit :




VIl Charqges
1) Charges concentrées

Les charges sont appliguees en des points
précis. En dehors de ces points les charges

sont nulles.

2) Charges reparties

Les charges sont distribuées sur une

certaine longueur de facon uniforme ou
non.




3) Intensite de charges

’intensité de charge notée ¢ (force par
unité de longueur), est donnée par
I’équation différentielle :




4) Remargue

Il est utile, lorsque nous utilisons les
equations d’équilibre, de remplacer la

charge repartie par sa resultante qui lui est
par definition statiguement équivalente.

L est la longueur de la poutre.

Xest le point d’application de
la resultante equivalente.




La position >est donnée par :




| X Relations différentielles d’équilibre
1) Effort tranchant T

En intégrant entre deux sections de la poutre définies
par les coordonnees X, et X,, pour lesquelles les efforts
tranchants sont respectivement égaux a T, et T,, nous

avons .




2) Moment flechissant M

En intégrant entre deux sections de la poutre définies
par les coordonnees x, et X,, pour lesquelles les
moments flechissant sont respectivement egaux a My, et
Ts,, NOUS avons :




3) Remarqgues

L’effort tranchant T est égal a la somme
algebrique des forces extérieures situee
d’un méme coOte de la section (par
convention a gauche).

Le moment de flexion M. est egal a la
somme algébrigue des moments de toutes

les forces extérieures située d’un méme
cote de la section (par convention a
gauche).

A la section précise ou T = 0, le moment
flechissant atteint une valeur maximale ou
minimale.




X Etat des contraintes
1) Contrainte normale o

a - Expressionde o

=0 — et

par conséquent: | O =Y ——




b - Contrainte normale maximum

La contrainte o est maximum dans la
section pour laguelle M¢ est maximum. En
plus dans cette section, la contrainte
maximale est obtenue lorsque la variable y
est maximale.




¢ — Condition de résistance

| a condition de résistance a Pextension du
matériau constituant la poutre est :

< O jimite

o




2) Contrainte de glissement t

a - Presentation

La flexion simple introduit des contraintes
de cisaillement longitudinale egalent aux
contraintes de cisalllement transversales

d’aprés la regle de reciprocité des
contraintes.




b — Expression de t

Isolons la portion de poutre située au-
dessous du plan d’ordonnée Y et soit une
fibre tendue de section ds et d’ordonnée V.

b
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Le troncon isole est en equilibre donc le
torseur associe au systeme de forces
extérieures se reduiten G, a:

[T]Gl = —




>'F,. =0 entraine:

jc:ds+jc:cls+jr;js+jr;:is+jr§sl =0

soit en projection sur ’axe GX :




sachant que :

Yuds,=thdx, o, —y "t et oy =y

NOuUs avons .




d’ou :

et:




Par definition, W = Jyds est le moment
statigue de la portion de section (S)

d’ordonnée comprise entre Y et a/2. Elle
est positif et son unité est le mms3,

dM,
dx

al2
=-TetW = jyds
Y

finalement :




Exercice 1

Une poutre de longueur L, posée sur deux
appuis O et A supporte une charge
uniformement repartie g.

1) Determiner les reactions aux appuis O et
A. Donner les expressions de 1’effort
tranchant et du moment flechissant le
long de la poutre. Retrouver les equations
differentielles d’équilibre.

2) Tracer les diagrammes T(x) et M(X).

3) Application numérique : g = 40 daNm-et
L =4m.




] T

/% ® Oz
g est une force par unite de longueur
(g= constante).

LLa poutre repose sur un appui fixe au

point x = 0 et sur un appuis mobile au
point x = L.




Etudions I’equilibre global de la poutre.
ty
R(O)

@OZ .........................................................................

R(O)+ R(A) —Tq.dx =0

L
L.R(A)—[xqdx =0
. 0]



1) Calcul des réactions, T(x) et M(X)

gL

& |R(O)=RA)=—— >




Etudions maintenant I’équilibre d’un
troncon de poutre de longueur X.

!?(x) ® 2




Calcul de Peffort tranchant T(x)

T(X) = R(O)—gx

gL
2

& | T(X) =—0x-




Calcul du moment flechissant M(x)

M. (X) = —xR(O) +§qx




Les equations d'équilibres verifiees par
les efforts intérieurs appliquée sur une
section droite sont :

Kol Thas
d—x__q

dM (X _
i, 0 )¢ r

= <

=

Remarque: Ces equations sont

Independantes des conditions aux
limites ( conditions d’appuis ).




2) Diagrammes

Diagramme de P’effort tranchant

-qL/2




Diagramme du moment fléchissant

‘ Mf maxi ‘ - qL2/8
A Mf(x)

O

-gL%8 p------—————m - -~




Remarqgues :

v'La section correspondant a la valeur
maximale du moment de flexion est
appelee section dangereuse.

v L’effort tranchant T subit une
discontinuite au niveau des appuis (lieu
des forces concentrées).




3) Application numeérigue
q=40daNm=*;L=4m

R(O)=R(A) 800 en N
T(x) - 400(x-2) en N
Trmaxi 800 N
M:(X) 200 x(x-4) en Nm
Memaxi 800 Nm




Exercice 2

Une poutre de longueur L, posée sur deux
appuis O et A supporte une charge localisée
en son centre C.

1) Determiner les reactions aux appuis O et
A. Donner les expressions de 1’effort
tranchant et du moment fléechissant le
long de la poutre.

2) Tracer les diagrammes T(x) et M(X).

3) Determiner 1’expression de la fleche
maximale f..







1) Calcul des réactions, T(x) et M(x)

En tenant compte de la symétrie, on
peut écrire :

|:
R(O)=R(A)=§

&

- T R(O) - ﬁ(A)U




Calcul de Peffort tranchant T(x)

Soit M un point d’abscisse X :

Zone OC (0 <x<L/2)

T(X) =R(O) | T =R(O)-F

Zone OC (0 <x<L/2)

T (X) =g




Calcul du moment flechissant M(x)

Soit M un point d’abscisse X :

Zone OC (0 <x<L/2) Zone OC (0 <x<L/2)

M, (x) =—xR(0O) M. (X) = _Xg+(x_%)|:
P F o FL

M (X) = ——=X M (X) ==X -—

W =5%




2) Diagrammes

Diagramme de P’effort tranchant

t T(x)
F/2

)
v/

=
—

N

= /D | | q




Diagramme du moment fléchissant

tM¢(x)
O

- FL/4

| M

| =FL/4

maxi



3) Calcul de la fleche maximale

On sait qu’on un point M d’abscisse X
situé dans la zone OC, le moment de

flexion est donne par : =
MJ@z—Ex

L’équation différentielle de la déformee
entre O et C est la sulvante :
d’y

d’y F
EIGZ ng Mf Gz dX2 2




L’équation différentielle devient :

2El., d°y

= X
F  dx?

Intéegrons une premiere folis :

2
2El ., dy:x_+Cl
F dx 2




En C milieu de la deformé, celle-ci
possede une tangente horizontale

x=1/2;y’=0
entraine : € e
2

donc : =



Intégrons une deuxieme folis :

2El . & [
2\ = X+ C
F Y 6 2 :

On peut calculer C, car en O (x=0 ; y=0),
ce qui entraine C, = 0.

y = ( X)




|_a fleche en C est donne pour x = L/2.

f.en mm; Fen N; L en mm;

Een Nmm? | en mma.



